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Abstract: The paper deal with stress state in an elastic plane with two different circular holes. At infinity, the
plane is subjected to pure bending. The axes of centres is normal to the neutral axis of the plane. To
impose the boundary conditions, bipolar co-ordinate are used. The photoelastic method is employed for the
validation of the theoretical results. Stress concentration factor is estimated, too.

1. Introducere.

Lucrarea are ca scop determinarea starii de tensiuni dintr-un plan elastic supus la
incovoiere. Pe axa neutra a planului se gasesc doua orificii circulare diferite cum se
prezinta in Figura 1.

Figura 1 Plan cu doua gauri circulare, supus la incovoiere

Pentru rezolvarea problemei se utilizeaza coordonatele bipolare o si . coordonate
care permit o exprimare comoda a conditiilor la limita. Legatura dintre coordonatele
carteziene si cel bipolare este data [1], de relatiile:

sin(B)

cosh(a)—cos(B)’
sinh(a)
cosh(a)—cos(B)

(1)

in care a este o constanta cu dimensiuni de lungime. Daca se noteaza cu d distanta dintre
centrele gaurilor si cu r raza acestora ecuatiile conturilor celor doua gauri, in coordonate
bipolare sunt:
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oy = acoshi,
2r1

d
oo, =—acosh—.
r2

2. CONSTRUCTIA POTENTIALULUI ELASTIC

Pentru obtinerea stéarii de tensiuni, functia lui Airy caracteristica incarcarii planului
compact este trecutad in coordonate bipolare a, . In coordonate carteziene, functia de
potential caracteristica incovoierii la infinit a planului elastic este:

U(x,y)zémx (3)

in care m este o constanta cu dimensiunea N/m. Trecand in coordonate bipolare
Expresia potentialului U(x,y) si impartindu-l, conform, [1], prin cantitatea:

~ a
cosh(a)—cos(B)’

se obtine functia lui Airy in coordonate bipolare, pentru planul compact supus la
incovoiere,

1 sinh(a)
U(a,B) =—
(a.8) 6 ma [cosh(a) - cos(B)]2 4)

Acestui potential i se adauga potentialul auxiliar ®(a,3):

(0, B) ={Bga +Kln[ch(a) — cosB)]}ch(a) — cosB)] +
[Aich(2a) + B4 + C4sh(2a)]cosB) + [A'4 ch(2a) + C'4 sh(2a)] sin(B)

= [A,chl(k + 1)a] +B,.ch{(k —1)a] + C, ch{(k — 1)a] + D, .chi(k — 1)a]]cos(kB) + (5)
i 22: +[A' chi(k + 1)a] +B', ch{(k —1)a] + C' chi(k —1)a] + D' chi(k —1)a]]sin(kB) ’

a carui forma este precizata de catre Jeffery, si se obtine potentialul total V(a,B).

V(a,B) = 1ma2 sinh() +
6 [cosh(@)—cos(B)]

+ {Boa + KlIn[ch(a) — cos(3)]}[ch(a) — cos ()] + (6)
+[A«ch(2a) + B, + Cysh(2a)] cos(B) + [A'y ch(2a) + C'y sh(2a)] sin(B)

. i{[Akch[ (k + 1)a] + B,ch{(k — 1)a] + C,chi(k — 1)a] + D chi(k — 1)a]] coskB) + }

£+ [A chi(k + 1)o] + By chi(k — 1)a] + Ci, ch{(k — T + D chi(k — allsin(B)
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3.CONDITIILE LA LIMITA

Determinarea  coeficientilor =~ necunoscuti K, Bg,A,C1,A",C'y, Ak, By, Cy Dy,
A'y B ,C' si D', k=2, se realizeaza prin impunerea conditiilor la limita:
- pe conturul gaurii o = ouq:

ou(p) =0 (6.2)

0.:(11

Taﬁ(a,ﬁ)‘ =0; (6.b)

oL=011
- pe conturul gaurii o = o4
Ga(a’B)| =0; (78)
a=-0o

TPy =0. (7.b)
o=—0.2

in plus, trebuie asiguratd regularitatea tensiunilor la infinit, lucru prin care se impune ca
tensiunile la infinit sa fie nule. Analiza expresia potentialului V(o,B) aratd ca numai

potentialul auxiliar poate genera tensiuni nenule la infinit. Impunand conditia de anulare, la
infinit, pentru potentialului auxiliar,

lim[®(a, )] =0, (8)
530

se asigura regularitatea tensiunilor la infinit. Pentru dezvoltarea in serie Fourier a
potentialului U(a, S ) se tine cont de relatia, :

1+ 22 e ™™ cos(kB), a >0,
sinh(a) k=1

cosh(a )—cos(f) -

1+ 226"“ cos(kf3 ), a <0,
k=1

Dupa cum se poate observa din ecuatia (9) dezvoltarea expresiei din membrul drept al
ecuatiei (9) are forma diferita de o parte si alta a axei Ox a crei ecutie in coordonate
bipolare este:

a=0. (10)

Pentru a putea impune conditiile la limita este necesara dezvoltarea in serie Fourier i a
expresiei:

In[ch(a) — cos(B)][ch(a) — cos(B)], (11)
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din potentialul ®(a,p), cu relatia dedusa de autori, [3]:

In[ch(a) — cos(B)][ch(a) — cos(B)] =
—(k+1)at

B (N ch(a) +1 | e ke g
= 1+§e +In{—(1+ea)2} cos(B)+Z{(k_1)k - Kk ) cos(kp). (12)

k=2

Jeferey, demonstreaza ca atunci cand contururile gaurilor sunt neincarcate conditiile la
limita pot fi impuse, nu tensiunilor ci, direct potentialului V(o,). In acest scop este

suficient ca potentialul sa se verifice relatiile:

V(a,B)Ia:W = pqth(a) + o4[ch(a) cos(B) — 1] + T4 sin(B); (13.a)
oV(a,B) _
00 yay " (13.b)

pe conturul gaurii o = o4 Si, respectiv:

V(“’B)L:_az = poth(a) + o5[ch(a)cos(B) — 1] + T4 sin(B); (14.a)
oV(a,P) B
2 (14.b)

pe conturul gaurii o = -a,. Constantele pi,,61,8i 11, poarta denumirea de constantele
lui Mitchell. Dupa dezvoltarea in serie a potentialului U(a,) i impunerea conditiilor la
limita se obtin tensiunile in coordonate bipolare c,,, op $i t,p cu relatiile:

o

2
o, (0,B)= g{[cosh(a) — cos(B)]aé[;—2 - sinh(a)% - sin(B)% + cosh(a)}V(a,[});
2
op(a,p)= %{[cosh(a) — cos([})];—2 - sinh(a)% - sin(B)% + cos(B)}V(a,B);
(15)
2
Tap = —%[cosh(a)— cos(B)]%@%’B).

4. VERIFICAREA EXPERIMENTALA

Verificarea rezultatelor teoretice se realizeaza cu ajutorul fotoelasticitati. Proba este
confectionata dintr-un material fotoelastic cu grosimea de 1/8 inch, livrat de firma Vishay.
incercarile s-au realizat pe un polariscop 500 Series din dotarea Laboratorului de
Mecanica Contactului din Facultatea de Mecanica din Suceava. Standul pentru
incarcarea probei este proiectat si realizat de autori. Dimensiunile epruvetei fotoelastice
sunt de 130mmx20mm. Gaurile au razele ry =1.5mm, r, =3mm si distanta dintre
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axed =3.2mm Concret, verificarea rezultatelor teoretice consta in comparatia calitativa a
campurilor teoretice si experimentale de izrocromate si izocline. Izocromatele sunt
definite, [4], ca locul geometric al punctelor in care tensiunea tangentiala principala T«

este constanta. Tensiunile principale pot fi obtinute cu ajutorul tensiunilor (10), cu relatiile:

2
G, +OC o, —O
2 .
Omax = (x2 ﬁ"'\/[ (X2 BJ T Tap>
GOL+GB G(X_GB 2 2

2
G, —GC
2
Tmax—i\/(aTﬁj + Top -

Pentru determinarea izoclinelor, definite ca locul geometric al punctelor in care tensiunile
principale au aceeasi directie, ecuatia (17), este necesara cunoasterea expresiilor
tensiunilor carteziene.

(16)

2t (17)
tan(20) = — % —const.
Gy —Oy

In ecuatia (17), 0 reprezintd unghiul de rotatie al axelor polarizorului fatd de sistemul de

coordonate al polariscopului.
Tensiunile carteziene se determina cu relatiile:

sinh(a)? sin(B)? 5, +[cosh(a)cos(B) - 11 o...

- {[cosh(a)cos(s) —1)? - sinh(a)? sin(B)? }:aB
[cosh(a) —cos([3)]2 ’

X

[cosh(a)cos(B) - %o, + sinh(a)? sin(B)* o...
I {[cosh(a)cos(B)—1]2 — sinh(a)? sin(B)z}caﬁ (18)

[cosh(a) —cos([3)]2 )

Oy

sinh(a)sin(B)[cosh(a)cos(B) - 1](c, —op) + [cosh(oc)cos(B)—1]2csB...
+ {[cosh(a)cos(B)—ﬂz — sinh(a)? sin(B)? }caB

[cosh(a)— c:os([3)]2

Tensiunile principale sunt caracteristici intrinseci al tensorului tensiune, ele putand fi
obtinute fie cu ajutorul tensiunilor (16) fie cu ajutorul tensiunilor carteziene (18).

473



ANNALS of the ORADEA UNIVERSITY.

Fascicle of Management and Technological Engineering

5. COMPARATIE INTRE REZULTATELE TEORETICE SI EXPERIMENTALE

In Figura 2 se prezintd comparativ campurile de izocromate obtinute teoretic si
experimental. Figura 3

Figura 2. Izocromatele teoretice si experimentale

Figura 3 Campul teoretic de izocline

Spre deosebire de izocromatele experimentale care se obtin toate pe ecranul
polariscopului, dintre toate izoclinele nu poate fi vazuta decat una, cea pentru care este
polariscopul. Este necesara separarea din campul de izocromate a aceleia care

corespunde valorii impuse a parametrului 6. Céateva izocline teoretice sunt prezentate in
Figura 5.
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Figura 5. I1zocline teoretic de diferiti parametri

Figura 5 arata ca izoclinele care pot fi observate sunt cele de parametru |8 |< 5°. Peste

valoarea de 5° izoclinele nu mai pot fi sesizat.
6. Factorul de concentrare a tensiunilor.

Un aspect de importanta practicd este precizarea factorului de concentrare al
tensiunilor. Pe conturul gaurilor, aga cum arata ecuatiile (16), coroborate cu conditiile la
limita, singura tensiune nenula este tensiunea op care este si tensiune circumferentiala.

In Figura 6 se prezinta variatia tensiunii circumferentiale pe conturul gaurii pentru doua
situatii:
a) gaurile sunt situate la distanta comparabila cu raza lor,d = 20mm ,d = 8mm, G'B1 , G'B2 ;

b) cazul cand distanta dintre centrele gaurilor este mult mai mare decéat raza acestora
c'g,, O'p,;- Dupa observa din Figura 6, tensiunea pe conturul gaurii mari nu depinde

practic, de distanta dintre gauri. Totodata pe acest contur se atinge tensiunea maxima. Din
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acest motiv pentru calcule de rezistenta se poate considera numai gaura de diametru
maxim.
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Figura 3 Variatia tensiunii circumferentiale pe conturul gaurilor

2 : :

1'? LY : : Fi
0.5 N =" 270 /
NN N
: : A " :

— ] T
. : X\ Fd ;

- .

u) 20 [=18] Qo q20 4150 180 210 240 ZT0 300 330 360

Figura 3 Variatia tensiunii circumferentiale adimensionale
pe conturul gaurilor (gauri deparate)

7. CONCLUZII:

- efectul de concentrator al gaurilor este scazut deoarece acestea sunt situate intr-o
zona slab incarcata (axa neutra a planului);

- valoarea maxima a tensiunii se atinge pe gaura mare, la capetele diametrului
perpendicular pe axa centrelor;

- coeficientul de concentrare al tensiunilor are valoarea 2, fiind definit ca raportul
dintre tensiunea maxima pe conturul gaurilor si tensiunea din planul compact, de pe o
dreapta paralela cu axa centrelor, situata la o distanta egala cu raza maxima,;
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